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• P( S|Θ ) = ∏r P(dr|Θ)

• P(d1) = PΘ(+a, –b, +c)
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θ =      30/(30+20)           =  0.6

θ =   3E23/(3E3+2E23)   =  0.6

≈ �0��0	8



/�


�B�����	��������

�  ��	
�B��	����%

� 1�	�C��2������B%

���������

������-��< �����

������K



/;


�B�����	��������

� ������-��<	���7����	��	�����B	
�������%

� 3-��	�>���	�����4
� ���������	�Q����	���A��<��
� ������	���������	����

� ���=�����	������%
� �����<&����	��������������	��	���������	
�����	<������	����!

� 0��	�������
1	+��-�����	�����	��	����	������������

��������� ������-��< �����

������K



/'


���	�����	5�����>�����	* ��θ!

� �����%

� ������-��<	���7����%
� ��2��		M	V	
�����,	>! %

� ����%		���� D	>!
�  ����<����	�,>I�8 -���	��<�%		��&�!	�	��D>&/!
� L�����7�%		�	� >	�	Y��D>!/ ��D>&�!Z

������K



/9

���������	<�����>�����8 ����	
���

Prior P(θ) Likelihood P(D|θ)

����	����K		���=�����K

"

������K



)0

���������	5�����>�����

� �����%		θ V	
����α",	α#!
� 5���	�%	�" -��<�,	�# �����

� ���������	<�����>�����%	
θ E� V	
����	�" D	α",		�# D	α# !

Prior
+ observe 1 head + observe 

27 more heads; 
18 tails

������K



)�

Two (related) Distributions:     
Parameter, Instances

Θ
1.0

ΘΘΘΘ = 0.1ΘΘΘΘ = 0.1
T
T
T
T
H
T
����

ΘΘΘΘ = 0.5
T
T
H
T
H
H
����

ΘΘΘΘ = 0.8
H
H
T
H
H
H
����

Θ
1.0

Uniform density

Θ
1.0

������K



)/

5�����>�����	�2��	���������

0(��00(��00

0(�;�0()/��

θ
F0EHF�θ
F�EHF��

H


 �

5

0(�))0()�;0

0('000(/00�

θ�F0EHF�θ�F�EHF��

0(;�00(/�0�0

0(��00(��000

0(��;0()))0�

0(;000()00��

θ5F0E
F>,�F7θ5F�E
F>,�F77>

0(�0(�

θHF0θHF�θHF� V 
����	�,	�	!

� 3-��	��	N����O 2����	��		θHF� 4
� 6�	8

� ��7�������B	��	�Q����	�������

� ������<	��������	<���

���B	�	<�����>�����K



))

5�����>�����	�2��	����������


�����,	�!

θHF0θHF�


����	�,	�!0


����	),	�!�

θ
F0EHF�θ
F�EHF��

H


 �

5


����	),	'!0


����	/,	'	!�

θ�F0EHF�θ�F�EHF��


����	/,	�	!�0


����	9,	��!00


����	/,	�	!0�


����	),	;	!��

θ5F0E
F>,�F7θ5F�E
F>,�F77>



)�


���	5�����>�����

� ��<��	��A&���������	

θ
E�F�	F	



 θ>F0E�F�	,		θ>F�E�F�	����
��	
���	<�����>�����

��00

����

����

�00�

)��/

� θ
EHF�	F	
θ
F0EHF�	,		θ
F�EHF�	� V	
����	�,	�	!
���<� ����	������		/	������7��	A��-	
HF�	�%

�	A��-	
HF�,	
F0�
�	A��-	
HF�,	
F��



)�


���	5�����>�����,	66

� θ
EHF�	F	
θ
F0EHF�	,		θ
F�EHF�	� V 
����	�,	�	!
� 5.0]�[E 11

1
|1|0 === ++−== abAB θ

�

� 
�A8 �>���2�	<���	�	%

�00�

�000

000�

0�0�

0�0�

����

����

�0��

'��/

�00!

�00�

000!

0�0!

0�0!

�������

���!

�0�!

'��/

�	N
HF��O
�00�

�000

000�

0�0�

0�0�

����

����

�0��

'��/

/		N
HF�,	
F��O�

�0�!

�000

00�!

0��!

0��!

����

����

�0��

'��/

/		N
HF�,	
F��O�

�		N
HF�,
F0�O�



)�


���	5�����>�����,	666

� θ
EHF�	F	
θ
F0EHF�	,		θ
F�EHF�	� V 
����	�,	�	!
�

� #-��	�>���2�	<���	�

� /		
HF�,	
F�	�
� �		
HF�,	
F0	�

�0�!

�000

00�!

0��!

0��!

����

����

�0��

'��/

� 
�A	<�����>�����	��

θR
EHF�	V 
�����D/,	�D�!	F 
����),	�	!
�

5.0]�[E 11
1

|1|1 === +++== abAB θ
�

375.0|]|�[ 53
3

|1|1 === +++== SSE abAB θ
�



);

θ
EHF�		V	
�����,�!	5�����>�����
����),�!



)'

���������	5�����>�����	��	Θ



)9

���������	5�����>�����

� 6�������B%		��M� E	��=! 8
θ�=V	5��� α�=�,	8,	α�=� !

� 5���	� ��7��<��

�=� �Q������	��7��<���	Y	M�F2��,	���F���=Z

� ���������
θ�= E� V	5��� α�=�	D	
�=�,	8,	α�=� D	
�=�!

� JQ��7��<	2����

� �������	��	$��C�������%

H


 �

5

� +
+

=
r ijrijr

ijkijk
ijk N

N
E

α
α

θ ][

�
=

r ijr

ijk
ijk N

N
θ̂



�0

H������-�

�����������������	����-�,	<��� �,	������ Yα�=�Z	!%
������	���������	����������	Y��=�Z	

� 6�������@�	��=�← α�=�
� 3���	�-��	<���	�

� 3-���2�� ���	Y	M�F2��,	���F���=Z, ��=� DF	�

� ���	����������%
θ�= E� V	5��� ��=�,	8,	��=�!

� 6�	A���	�Q��7��<	2����% �
=

r ijr

ijk
ijk u

u
E ][θ



��

JQ�����

� 
�7����

� ΝD� %F αD�
� Ν*�							%F α&�
� ΝD>ED� %F αD>ED�
� Ν*>ED� %F α&>ED�
� ΝD>E*�		%F αD>E&�
� Ν*>E*�			%F α&>E&�

A

B

θH	V	
����αD�,	α&�!

θ
ED� V	
����αD>ED�,	α&>ED�!
θ
E*�	V	
����αD>E&�,	α&>E&�!

*D

DD

�/



�/

JQ����� A

B

θH	V	
����	�,	�!

θ
ED� V	
����	�,	�!
θ
E*�	V	
����	/,	;!

*D

DD

�/

θH	V	
����	),	�!

θ
ED� V	
����	/,	/!
θ
E*�	V	
����	/,	;!

� 
�7����

� ΝD� %F �

� Ν*�							%F �
� ΝD>ED� %F �
� Ν*>ED� %F �
� ΝD>E*�		%F /
� Ν*>E*�			%F ;

/

/

/

)



�)

� 
�7����

� ΝD� %F �

� Ν*�							%F �
� ΝD>ED� %F �
� Ν*>ED� %F �
� ΝD>E*�		%F /
� Ν*>E*�			%F ;

JQ����� A

B

θH	V	
����	�,	�!

θ
ED� V	
����	�,	�!
θ
E*�	V	
����	�,	�!

*D

DD

�/

/

/

/

)

θH	V	
����	),	�!

θ
ED� V	
����	/,	/!
θ
E*�	V	
����	/,	;!

6�	B��	A���	�16
#	���������8

��

�
��

	
++

=Θ
13

1
,

13
3ˆ

A

��

�
��

	
++

=Θ + 22
2

,
22

2ˆ
| aB

��

�
��

	
++

=Θ − 72
7

,
72

2ˆ
| aB


���%	��	0�0	
������K

6�	�������,	�-���<	��������@�	
�=� ��	α�=� 8 7����<	N����<�&7�����O



��

H��A��	��	�	P���B8

� ��������	��	C���B

�Θ�	�F7	E	'F� !

��	���7����	��	����������	Θ
� J�8

H


 �

5

1 B 1|A 1 C 1|A 1

B 1|A C 1|A

� � �
( 1| 1, 1)

� � �

A

A a a aa

P A B C = = = = =
Θ

= = = = =

= = = =
�



��

3-��	��		�Θ�	�F7	E	'F� ! 4

� �Θ�	�F7	E	'F� ! <����<�	��	Θ
� H� Θ ��	�(2(,	��	��	��������	
C�Θ!	F	�Θ�	�F7	E	'F� !

� ����������	��	C�Θ!
�A��-��	Y0,�Z

� ����

JY	C�Θ!	Z	F	�Θ C�Θ!	��Θ!	<Θ

1.00.0

C�Θ!

Θµ



��

"�A	��	7������	
JY	�Θ�	�F7	E	'F� !	Z	4

� 5��A�	������� Θ��! ���� ��Θ!
� ΘH V	
��),;!, Θ
ED� V	
���,�!, 8
� ΘH��! F	Y0(/9,	0(;�Z.	Θ
ED���! F	Y0(�',	0('/Z.	8
C�Θ��! !	F	0(�;

� ΘH�/! F	Y0()/,	0(�'Z.	Θ
ED��/! F	Y0(/),	0(;;Z.	8
C�Θ�/! !	F	0(��

� 8
� ���			C��!	F	���	�� C�	Θ��! !

� H�	�	→∞,			C��!	→ JYCZ

H


 �

5

1 B 1|A 1 C 1|A 1

B 1|A C 1|A

� � �
( 1| 1, 1)

� � �

A

A a a aa

P A B C = = = = =
Θ

= = = = =

= = = =
�

C�Θ!	F	


��	8 ������	������7-%



�;

���<�7��2�	5�����>�����

� 6�	C�θ! ��	 
�1
56#61
H�	C���B,
C�Θ!	F	�Θ�D�,	D>,	*7!	F	ΘD�	ΘD>ED�Θ*7ED�

H


 �

5

� 

� F	Y�,	Θ�Z A��-
�������	JY	C�θ!	Z >B	�����	=���	

� K
� ���	��<��&H2�������	���	����K

� ����	7�����7���<	���	���<�������	P������K

θ�



�'

H��������2�	NJ�7�<���O

� 
����	�,	>	!	≡ 
�	�.	µ,	�&µ!
A-���

� �	F	��D>!
8 ����7��2�	������	��@�

� µ F	����D>!
� J�8

� 
�����,�!	F	
�	/.	0(�,	0(�!

� 
�����0,�0!	F	
�	/0.	0(�,	0(�!

� 
����	;,	)!	F	
�	�0.	0(;,	0()!

� 8



�9


�B�����	��������	���	/&��<�	



� ����������	θM,	θ:EM
� ������%

� θM	V	5���7-����	αMF�,	8,	αMF� !
� ��θ:EM! %	�	<��������	<�����>������%
���	��7-Q,

θ:EMFQ	V		5���7-����	α:F�EQ,	8,	α:F�EQ !

θ:EMF0	V		5���7-����	α:F�E0,	α:F>E0,	α:F7E0 !
θ:EMF�	V		5���7-����	α:F�E�,	α:F>E�,	α:F7E� !

� 6�<����<���		

θ:EMF0	⊥ θ:EMF�

X

Y

θX

θY|X



�0

� 2
���
	���������	����������+�*

� �����	�2��	����������	FF
���<�7�	��	������	�2��	��#�

� θ�=� ⊥ θ���
� θL	E	���2 ⊥ θ���2

6��������	H���������	A�������

θMinv
θV | Minv

θAnap

θTpr|Anap
θC|T,S,I,A

���Θ!	F	∏� ��	θM� E	���M�! !



��

���>��	���������	��<����<��7�,	
<&����������	��<	��7��	���<�7����

� �����������%	
6�	�����	���������	���>��	���������	��<����<��7�,	
�-��	��2��	����B	�>���2�>��	<���	5,	

X

Y

θX

θY|X

θY|X ⊥ θX

� 6�<����<��7���	��	����	��%

θY|X ⊥ θX | D



�/

������B%	���������	��������

� ��J%
� �7���	<�7�������	�77��<���	��	��#�
� ������@�	��7-	��#	���������B

� 
�B�����	���������	��������%
� ����2�����	���	
�B�����	������7-
� 
�B�����	���<�7����

��� 7��=�����	������,	�C��2�����	������	��@�7��=�����	������,	�C��2�����	������	��@�7��=�����	������,	�C��2�����	������	��@�

��� 
�B�����	��������	
�B�����	��������	
�B�����	��������	��� �����-���	�����-���	�����-���	

� 
�B�����	��������	���	

	����������
� ���>��	���������	��<����<��7�

��� 5�7����������	��	���<�7����	�77��<���	��	5�7����������	��	���<�7����	�77��<���	��	5�7����������	��	���<�7����	�77��<���	��	��#���#���#�

��� 5�7����������	A��-��	�	��#5�7����������	A��-��	�	��#5�7����������	A��-��	�	��#
� ���<�7��2�	<�����>�����	* ��<��	�2�������,	���	����K

Com
plete Data…



�)

1������

� ����2�����	

� 3-��	��	�	
�����	
��4

� ��������	�	
�����	
��
� ����4

� ��������	����������	* ��������	5���

� ��������	����������	* 6�7�������	5���
� ���<����	5��7���

� J�

� ��>>�

� ��������	����7����



��

G/%	+��A�	����7����,	�������	<���

� #�	���<	���<	Θ,	���<	��	7������	��Θ,	� E	�!
� J��B	��	((

� 3-��	��	� ��	��7�������
� ����	7�= F	U
� N"�<<��	2����>���O �M+ ��2��	����%	7�+ F	U ∀ �!

� "���%
� ��2��	��Q�<	����7����
� �������	����������B!	H�	���<��%
1�������	���	7��������<	A��-	2����,	��7(

� H�����7-��%
� ���<����	H�7���,	J�,	��>>�	��������,	(((

incomplete



��

���<����	H�7���

� 3���	��	��Q���@�	������-��<

� θ���J! F	�����Qθ ��θ %	�!
�  �����������B8

� ��θ %	�! ��	����B,	���&������,	�������<��	��
� ��8

� ���<����&H�7���

� 8 ���&��<��	#�B���	������	�Q�������8


��<	<���2���2�K



��

���<����	H�7���	YH�
Z

H��%	��	
���7&H�
�	

	F	� �,	Θ �,	� !%	���<����<!	����>���
������%			

, �	
�����	���	A��-	��#	�������	

�,	�	���	��	<���	7����
������	�����			∆Θ ≈≈≈≈ 0

∆Θ ← 0
���	��7-	7� ∈ �
���	�2�<��7�	��	

 ��	7�
$��	��7-	M� A�	2����	2��,	�������	A�	=

�-2����	���=
∆Θ�=� DF	��	2��,	���= E	7� !	�	θ�=�

Θ DF	α ∆Θ
Θ ← ���=�7�	Θ ����	7���������	������,	Y0,�ZEΘE

�������Θ!

Note: Computed P( vik, paij | cr ) to deal with cr
� can “piggyback" computation



�;

6�����	A��-	���<����	H�7���

� �����������
� Θ�=� ∈ Y0,�Z
� �� Θ�=� F	�

� 
��	8 Θ�=� DF	α ∆Θ�=� 7���<	2������
�  ��	Θ�=� F	�Q��	λ�=� !	�	�� �Q��λ�=� !

� $��<	>���λ�=� 8 ��7���������<	8

� ����	��	#��7��	���	����7����	��7���
� ����	����7-
� ���=�����	���<����
� 8
Y���	�������	�����	��	������@�����Z



�'

JQ��7������	��Q���@�����	�J�!

� J�	��	<������<	��	���<	����	�����B	θ,
��2��	��7�������	<���	K

� ��7���	������	��Q���@�����	���<�	7�����%		
G�DQ,	DB!,	8

� 
��	��	������7�	Y4,	DBZ ��	
8 G�DQ,	DB!4		8 G�&Q,	DB!4

� 3-B	���	���	��	��	
1#"8 ���7�������B	4
� 3-��	��	A���-�	��	G�DQ,	DB!4

� �θ�	DQ	E	DB!,	>���<	��	7������	2����	��	θ

� �������	N�Q��7��<	�����7����	��������7�O% JθY	
�=� Z

X

Y

θX

θY|X



�9

J�	H�����7-	* J	����

C

A Bθ&�E&7θD�E&7

θ&�ED7θD�ED7
θ&>E&7θD>E&7

θ&>ED7θD>ED7

θ&7θD7

�UU

�U0

0�U

�00

�
H

������	� F

�����	�������	2�����	θ0

C

A B0(;0()

0(/0('

0(�0(�

0(�0(9

0(��0(��

0(/	× 0(9��0

0(/	× 0(��00

0('	× 0(��0�

0(��00

0(;0�0

�

�

0

�

�

0('	× 0(9��

0(9�0

0()��

�(000


H

���	��0! F

Jθ0 Y	
D>ED7 Z	F	0(9D�0(/××××0(9!D�0('××××0(9!
Jθ0 Y	
&>ED7 Z	F	0(�D�0(/××××0(�!D�0('××××0(�!



�0

J�	H�����7-	* �	����
C

A B
θ&�E&7θD�E&7

θ&�ED7θD�ED7 θ&>E&7θD>E&7

θ&>ED7θD>ED7

θ&7θD7

0(;	× 0(9��0

0(;	× 0(��00

0()	× 0(��0�

0(��00

0(;0�0

�

�

0

�

�

0()	× 0(9��

0(9�0

0()��

�(000


H

��0! F

\ ��	���7������	<���%

\
�A	���������%

233.0
)]9.02.0()1.02.0()9.01.0(1[)]9.08.0()1.08.0[(

)9.08.0()1.08.0(
][][

][ˆ
||

|)1(
| =

×+×++++×+×
×+×=

+
=

+−Θ++Θ

++Θ
++

caca

ca
ca NENE

NE
θ

6.0
3

)9.08.0()9.02.0(9.0
][][

][ˆ
||

|)1(
| =×+×+=

+
=

+−++

++
++

cbcb

cb
cb NENE

NE

θθ

θθ

75.0
4

)0.1()0.1(0.1
][][

][ˆ )1( =++=
+

=
−+

+
+

cc

c
c NENE

NE

θθ

θθ



��

J�	H�����7-	* �	����
C

A B
θ&�E&7θD�E&7

θ&�ED7θD�ED7 θ&>E&7θD>E&7

θ&>ED7θD>ED7

θ&7θD7

0(;	× 0(9��0

0(;	× 0(��00

0()	× 0(��0�

0(��00

0(;0�0

�

�

0

�

�

0()	× 0(9��

0(9�0

0()��

�(000


H

��0! F

\ ��	���7������	<���%

\
�A	���������%

233.0
)]9.02.0()1.02.0()9.01.0(1[)]9.08.0()1.08.0[(

)9.08.0()1.08.0(
][][

][ˆ
||

|)1(
| =

×+×++++×+×
×+×=

+
=

+−Θ++Θ

++Θ
++

caca

ca
ca NENE

NE
θ

33.0
3

)9.03.0()9.07.0(1.0
][][

][ˆ
||

|)1(
| =×+×+=

+
=

+−++

++
++

cbcb

cb
cb NENE

NE

θθ

θθ

75.0
4

)0.1()0.1(0.1
][][

][ˆ )1( =++=
+

=
−+

+
+

cc

c
c NENE

NE

θθ

θθ #-��	
� '�����%	��������	�Q��7��<	�����7����	��������7�	�A��
�������	2�����!	�����	7������	θ��! 2�����

� (�����%	7������	��A	θ��D�! 2�����,	�����	�-���	
�Q��7��<	�����7����	��������7�	



�/

J�	�����

� '	����%	

� ��2��	����������	θ��!

� ���<	���>�>����B	��	��7-	�������	2����	

� 8 ��	���	Jθ��!Y	
�=� Z

� (	����%	

� ��2��	7�������<	����7������!	<���

� >���<	��	Jθ��!Y	
�=� Z

� ���<	��Q&�����B	����������	θ��D�!



�)

J�	���7���

θ�0! S	Jθ�0!Y	
�=� Z	T
J&����

θ��! S	Jθ��!Y	
�=� Z	T
J&����

�&�
���

θ��!

�&�
���

�&�
���

8 S	Jθ��&�!Y	
�=� Z	T



��

J�	H�����7-



��

$�7��	�>���	J�	8

� ���2�����	�2�������B

� H�A�B�	�����2�	������-��<

� ��	θ��D�! %	� !	I	��	θ��! %	� !
� 8 �Q7���	��	���������B	������8

� $��	����>�����	
�����	���%

� 
��<	��	�������	�������	

	�������7�

�  ��	���7�&����	��	�����������-
8 =���	���<�	���	����	
���	
�=� <����<�	��	��<�D�������!



��

1������

� ����2�����	

� 3-��	��	�	
�����	
��4

� ��������	�	
�����	
��
� ����4

� ��������	����������	* ��������	5���

� ��������	����������	* 6�7�������	5���
� ���<����	5��7���

� J�

� ��>>�

� ��������	����7����



�;

��>>�	��������



�'

��>>�	��������	* JQ�����

C

A Bθ&�E&7θD�E&7

θ&�ED7θD�ED7
θ&>E&7θD>E&7

θ&>ED7θD>ED7

θ&7θD7

�UU

�U0

0�U

�00

�
H

1�������
� F

�����	�������	2�����	θ0

C

A B0(;0()

0(/0('

0(�0(�

0(�0(9

0(��0(��

$���	0()&7���% 0

$���	0(9&7���% �

��$���	0('&7���%

$���	0(9&7���%


�A
���! F

#-��	
�  ��	���! ��	���	��A	θ�/! ����������
� $���	��A	��/! >B	<��A���	��A	2�����	����	θ�/!



�9

��>>�	��������	�7��]�!

� H������-�%	������
� ��2��	�1���J#J	<���	���!,	7������	��A	��	2�����	���	Sθ�=���D�! T
�  ����	
J3	����������,		������	���A!	�������	2�����	���D�!

� P%	3-��	��	������4

HLJ�H�J	�2��			���������		Θ��!]�
� ��,	Θ��00!, Θ��00!, Θ�;00!,	8

� P%	3-��	��	����4

3-��	<�����>�����	�2��	Θ��!� -�2�	7��2����<
� ����������%	��>>�	2� J�

� D	J�	N������O ��7-	������7�

8����	/� �����	��	�	U]�

� * J�	���A�	A-��	��	��	<���,	��<	A-��	��	������



;0

�������	6�����

� H��	���R� ���	-�������78

� ��������	2�����	θ�0!

� ��������	7�������

� J�7�����	��7��	��Q���

� ��	���,	��B���	��	������@�	������-��<(
����<	��B	��	������@�	H���1M6�H#61
	
��	������-��<8



;�

��������	H����Q�������



;/

������B	��	H�����7-��

� ���<����	H�7���

� J�&>���<	����B	2�������!

� ��>>�	��������

� ��������	����������

��� ��������	�����Q���������������	�����Q���������������	�����Q�������

��� 
���<
���<
���<&&&��<��<��<&&&������������������������


