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Thanks to R Parr, C Guesterin
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Two (related) Distributions:     
Parameter, Instances
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Prior P(θ) Likelihood P(D|θ)

So Posterior is same form as Prior!!  Conjugate!



��

5���������"�����-�����

� 5�������θ T 	����α�%�α��
� "��������� �����%��� �����

� 5���������������-�������
θ J� T�	������� F�α�%���� F�α� �

Prior + observe 1 head + observe 
27 more heads; 
18 tails



��


��?�*����5����

� )�+��

� 5��������Θ T�	�����α�%�α� �
� "������ 0������ ����������� ������

�-����������#��������

� 5���������������-��������
ΘJ� T���	������α� F���%�α� F��� �

� �5��������!�� �����5�θJα� �����"'!(���
�����#��������,��!����
�,����������
��
�*
���
����
����������
*����	%�
����!���-��0�����������

5�θJα>� ,����������0������,� ����������α>



��

3���*�	��������5��������

� 5���������������-�������

� 	����������,����!��� 0����,�θ�
� 
�����*������*��� ��������

� 
�������': �!����+�����

� -�������*��������,������������!�� ���



�4

$A5��$�:������� ����������
�  ��:�������

� A����������������-���+��%�����.��������� ��#���
������,�������-������������$A5�

U (�#����$('�6���*��:θ5�"J�θ �
-����,����;�-���+��*<  �����≈ �β�7��%�β�7����:����,�� �

2
1

)|(maxargˆ
−+++

−+==
TTHH

HH
MAP DP

βαβα
βαθθ

θ

)ˆ( MAPf θ≈
� $A5�������������#���� ���������



�9

$A5�,���	����������-�����

� $A5�������������#���� ���������

� 	���� ������8��+����������:��������-��!#�,�� �

� A��
 � ∞%� ��������;,��*�����<
� %��
�����
������
��+�&
�����
��
�������"��

2
1

)|(maxargˆ
−+++

−+==
TTHH

HH
MAP DP

βαβα
βαθθ

θ



�@

	��������5����!������,�
��
�0�
������� 

� 5�������Θ T�	�����α�%�α� �
� �-���+����� �����%��� �����

� /������� ��-�-�������������:����F�����,�� ���������1

ΘΘ×Θ=== � ++ dDPDHXPDHXP mm )|(),|()|(
1

0
11

TTHH

HH
mmBeta

TTHH

mm
m

E

dmmBeta

TTHH +++
+=Θ=

Θ++Θ×Θ=

++Θ

�

αα
α

αα

αα ][

),:(

),:(

1

0



�B

A��������+��;'�!����*<

� 	������%�-���≡ 	���%�µ�
0����
� ��6���F-�
� �,,�!��+����� �����=�

� µ 6��C��F-�
� '*�

� 	�����%�������6�	�����%�D.9�

� 	�����D%�D��6�	����D%�D.9�

� 	�����B%������6�	����D%�D.B�

� �



�E

A��� ����!�-���+��������
�8��+��������� �����=�

� 	���� ������8��+����������:����,�� ��

�

� A��� � �%� ��������;,��*�����<

� #!�&
*��
�����
������
��+�&

�����
��
�������"��

� �,!�-���"�
������
��+��
� 5����� ���������=���-��α�%α.%���
� �> ��8��+��������� �����=�������α

Fix m’, change α

Fix α, change m’



�H

	���������������*�� 2�������*

m

��

�
��

	

+
+��

�
��

	

+
=

+
+

+
=

αα
α

α
α

αα
α

m
m

m
m

m

m
m

m

HH

HH

��6��� F��� � α 6�α� F�α�
� �8��+��������� �����=�

 ���� θ$('

TTHH

HH

mm
m

E
+++

+=Θ
αα

α
][

$(' ���*��α

U $('���������%�-��������0����� �����

� �6D �  ����� ��������

� ��� � $('�



�D

	���������������*�,���$����������
� /�����,�������+����#7����������-��!#111

� � ������?�����
'�����-��!#�����?���������+����

� (�#��������,��!������,��!���"������
� 5�S�6����6�θ� ��6��..#
� �� θ� 6������θ� ≥ D

� /�"'!(��� �����,������������������
���������

�

� 0����-�� ����� �����%��� ,��������*�������%�
����������
� "���!������α� F���%��%�α# F��#�

� ���)�����"�
� +

+==+

j jj

ii
m m

m
DiXP

)(
)|( 1 α

α



��

�������

� �����������
� 	������������
� �
���������������� �����!�
� "��!��	��#��������
� $��������$���%�&�����!�

� '���������
� $('��	��������
� 	�������������

� )���������
������
� 5�� ��������,�)��������
� (������*�5�����������,�)��������



��

$����+�������
������"�����-�������
A���������

� !"�-������
"����� �)��������%

0���������µV�+�����!��σ�

� 5"��� ��-�-������������-������,��!�����



��

2����5�� ��������,�)��������

� A,,���������,���������
������ ����*�-���!��������������*���!��������

� S�T�
 �µ%σ��
� W�6��S F�- � W�T�
 ���µF-%����σ��

� 2����,�)��������

� S�T�
 �µS%�σ�S�
� W�T�
 �µW%�σ�W�
�X�6�SFW � X�T�
 ��µSFµW%��σ�SFσ�W��



�4

����$����+�������)�������

� A��7������������)�������������,�����-�
� �������+�!����µ 6�I�µ�%�µ� K

� ��!�+�����!�������:�

0��������σ�%?� 6��'I��:� G µ����:? G µ?��K
�����!��+�����!�

� 
������� �����������!%

; �����+������7��,�����<��∀:����:� � : ≥ D

�
�

�
�
�

	
=Σ 2

2,2
2

2,1

2
1,2

2
1,1

σσ
σσ

$&)�6�$����&������)�������
6�)���������+��������+����-����



�9

−3
−2

−1
0

1
2

3

−3
−2

−1
0

1
2

3

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

����������	�
����
���
���
	�

�
�

�
�
�

	=Σ
10
01� � � � � � � � � � � 	 � 
 � � � � 	 � �

� Σ 
 � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �
� µ 
 � � � � � �



�@

��������	
���� 
 � � � � � � �	
� � �

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

µ �������
�
�

�
�
�

	=Σ
10
01



�B

2������������ �������)�������



�E

� � � �� � �
� �� �

µ �������
�
�

�
�
�

	=Σ
15.0
5.01

−3
−2

−1
0

1
2

3

−3

−2

−1

0

1

2

3

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25



�H

� � � �� � �
� �� �

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

µ �������
�
�

�
�
�

	=Σ
15.0
5.01



4D

� � � �� � �
� �� �

µ �������
�
�

�
�
�

	=Σ
18.0
8.01

−3
−2

−1
0

1
2

3

−3

−2

−1

0

1

2

3

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25



4�

� � � �� � �
� �� �

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

µ �������
�
�

�
�
�

	=Σ
18.0
8.01



4�

���� �������&����-���



4�

����$����+�������)���������':��



44

':�� �����,�)��������

� 6�α�
6�"��*�α%�� α �

� 6�"��*�α�%�� α# � )��������

Marginal…



49

3��,���5�� ��������,�)����������

� 2��,�!����,��8���� ��-�-������..

� ,������������������D%�!�+�����!�����)����������
� �������

� *�������)�������������� �����

� '+����*�������)��������≡
�����������)����������������������*�������
�,,���������,��������



4@

3��,���5�� ��������,�)�����������

� A�)��������������-���������!�� �������
� �!�,�!�-��

� ��+�!�����,�������

� ��!�+�����!�������:

� ��8����������� � �!�

� ��8����������� ������������ �����

� 	���-��� ��?�����������-�������+���� -������
+����-������8����������� � �!�



4B

3��,���5�� ��������,�)������������

� $��*����� �,�)�������������)�������

� )�+���

� $��*�����"�����-������

� �$��*�����=��-���*�����*�




�

�



�

�

ΣΣ
ΣΣ

=Σ

==

bbba

abaa

baba xxx ),(),,( µµµ

),|()( aaaaa xNxp Σ= µ



4E

3��,���5�� ��������,�)����������&

� 
�������������,�)�������������)�������

� 
��������

� 
�����������"�����-������




�

�



�

�

ΛΛ
ΛΛ

=Σ=Λ −

bbba

abaa1

)(

),|()|(
1

|

1
|

ababaaaba

aabaaba

x

xNxxp

µµµ

µ

−ΛΛ−=

Λ=
−

−



4H

&������=��*�$��*�����=������Y�

����������*



9D

3��,���5�� ��������,�)���������&

� A,,���������,�����������,�)��������+����-����
����)�������

� 2�  ����: ���)�������

� �6A:F- ���)�������

� 3����

� 
�� ����������-���������W ,����������-���������:

� 
�� ���� ������������: �,�����-���+��*��



9�

3��,���5�� ��������,�)��������

� (�����,�����*��!������*��-����-��
�  ��:�������0����-��)��������

� 
�������(��������������
���������,���"�+����-����0����,������
+�����!���0�����������0�������)��������
������-�����

� 
(���,���������������70�+��*���*���������
?����,������*�����)��������������-������,���
��������������*�



9�

(������*���)�������

� 
����!���������,�����%�"
�,�����7+�������.�.�.�������!��
� �.*.%��:����!����

� (����� ���������
� $���%��µ
� &�����!�%�σ

99
75
82
…
93

:



9�

$('�,���)�������

� 5��-.��,��.�.�.�������!���"6�M:�%�%:
N �

� (�*7��#���������,������

∏∏
=

−−

=


�

�


�

�==
N

i

xNN

i
i

i

exPDP
1

2

)(

1

2

2

2
1

),|(),|( σ
µ

πσ
σµσµ



94

$('�,���������,���)�������

� /�������$(������������µT��,��������µ1

�
�

�
�
�

	 −=−=�
�

�
�
�

	 −−= ���
===

µ
σ

µ
σσ

µ
µ

Nxx
x

d
d N

i
i

N

i
i

i
N

i 1
2

1
22

2

1

1
)(2

2
1

2
)(

�

�

=

=

=�

=�
�

�
�
�

	 −�=

N

i
iMLE

N

i
i

x
N

NxDP
d
d

1

1

1ˆ

00),|(ln

µ

µσµ
µ

MLEµ̂

Just empirical mean!!



99

$('�,���&�����!�

� A*���%���������+���+�����=����

�
−−−−=

i

ixN
3

2

2
)(2

σ
µ

σ

… = 0   � � −=
i

iMLE x
N

22 )(
1 µσ�

Just empirical variance!!



9@

�����-�����

� '���������� �,�� �����-���������,, 'I�K�6�

� �-���+���M�:�%��%�:� N

� ���0���������� �����������������!�����������-�����

� � 0����!������������'I:� K�6�µ

�
=

=
N

i
iMLE x

N 1

1µ̂MLEµ̂

µµµ ===�
�

�
�
�

	= ���
===

N

i

N

i
i

N

i
iMLE N

xE
N

x
N

EE
111

1
][

11
]ˆ[



9B

(������*�)�������� ���������

� $('�

� 	��� $('�,���)��������+�����!����������)

� ': �!������������,������������≠ ����� ��������Z�
� 3�-������+�����!������������

Homework#1 !!



9E

/���������	�����1

� 	�������0�� $���V�$('����0�� $���

� $����� $���

� 
��������



9H

'��������*���$����+�������)�������

� )�+������������M1�%��%�1�N%�$('����

� ��!����

T
i

i
iMLE

i
iMLE

xx
N

x
N

)ˆ()ˆ(
1ˆ

1ˆ

µµ

µ

−⋅−=Σ

=

�

�



@D

	���������������*��,�
)�������� ���������

P(µ |η,λ)

2λ

η

� 
��?�*���� �����
� $�����)�������� ����

� &�����!���/������ "�����-�����

� 5�����,��������



@�

$A5�,���������,�)�������

),|(),|(),,,|( ληµσµαλησµ PDPDP

2
)(

2

)(

)(ln)|(ln)()|(ln

λ
ηµ

σ
µ

µ
µ

µ
µ

µµ
µ

−−−−=

+=

�
i

ix

P
d
d

DP
d
d

PDP
d
d

��

�
��

	 +

�
�

�
�
�

	 +

�

�


�

�

=�=
�

22

22

1
ˆ0...

λσ

λ
η

σµ
N

x
i

i

MAP

∝



@�

$A5�,���������,�)�������

� �,�#��0�������*%�λ� → ∞
� $A5���������������������$('Z

� 	����,�λ� P�∞%
�����$A5����/'�)����A&'�A)'��,�
$('�����; ����< η

��

�
��

	 +

�
�

�
�
�

	 +

�

�


�

�

=
�

22

22

1
ˆ

λσ

λ
η

σµ
N

x
i

i

MAP



@�

(������������,�)��������

� )���������������������

� ���*��� ��#��������

� ����� ��������� !���*����: ����+�

� "�,����������*������,�)��������������-�������
���������+����!������,�������������
�����0������!��+�������

� $�����  ��:�����%��������#� ���-���%���!.

� 2�� ���*�,����)����������������*���



@4

$�:�������,�)��������

� /��������  ��:������������-������������������
��������1

� "����������0��*�����!��-���������,�)��������

� ���������� �!������������!����������!��)�������%������
��� ���,��������)�������

� 
���-����-����������: �����+��0��������*��)��������

�

�

=

=

=

Σ=

K

k
k

K

k
kkk xNxp

1

1

1

),|()(

π

µπ



@9

$�:������,�)���������':�� ��



@@

/����������������#��0

� 5��-�-�������D�

� 5�����'���������

� $('

� ���,,���*���8��������5A
�

� 	���������������*

� 	���%�"���!���� ������-������

� )�������%��

� $A5



@B



@E

��!������

� �� �- 6�-��� �

� �� ���∗ -��6��� ��F��� -

1
lnθ

θ θ
∂ =

∂

1
ln (1 )

(1 )
θ

θ θ
∂ −− =

∂ −



@H

	���!�!��!� ���,����������+����-���

� A����!����!���������*������:�%�%:� ���S�%�%S�

� 
����������� ��-�-�������5�S%W��6�5�S��5�WJS�

� 	�������������5�SJW��6�5�WJS��5�S��C�5�W�

� 
�����������
5�S�%�%S���6�
5�S���5�S�JS��… 5�S#JS�%�%S#7���… 5�S�JS�%��%�S�7��



BD


��-����+>� ���8������

� S�0����,����������%�+�����!�

� &�����!��*�+�����!���!���,�������*�����

2

)(
)|)((|

c
XVar

cXEXP ≤≥−



B�


��+��*��!���,�2�� ���$���

� A  ���
��-����+>� ���8������������� ���
�����

2

)(
)|)((|

c
XVar

cXEXP ≤≥−

n
XVar

XVar
nn

X
VarXVar iii

i )(
)(

1
)( 2 ==


�

�


�

�= ��

0
)(

lim)|)((|lim 2 =≤≥− ∞→∞→ nc
XVar

cXEXP nn



B�

�������&����-��

� '+���������!�� ��!�����G 0������#��-���������-����

� A*�%�)����%�����
����

� �������+����-����,������=�������-�����

� )����6A�����������,����+������Mω�Ω��,)�����ω��6�AN

� 5�� ��������,��������+���%�S�

� &���S� 6� ����-���+�������,��������+��S

� �������!������!���*���!�������6��J&���S�J�5�S6:�����6���

� ����!������������:  �S6:���: 6��



B�

����$����+�������)���������':��


